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Enfoque matricial al problema de las particiones

Gabriel Pérez Lance !

Resumen

Dado un conjunto con determinada cantidad de elementos, es posible calcular la cardinalidad

del conjunto formado por todos los subconjuntos del conjunto dado, que cumplen con la
propiedad de ser disjuntos y tal que ademds la union de todos ellos sea el conjunto original.
Esto es, determinar el numero total de posibles particiones para el conjunto especificado.
El objetivo es abordar el tema con un enfoque matricial y mediante elementos de dlgebra lineal.
También se analiza el caso en el cual se consideran a los elementos como indistinguibles, y por
lo tanto se pretende calcular el numero de clases de particiones, es decir obtener la funcion
de particion. Se aplican las ecuaciones obtenidas a un caso puntual y se verifican con las
expresiones y valores existentes con respecto a esta temdtica.

1. Introduccion

Para decidir como asignar tareas, como distribuir recursos, o bien conocer la cantidad de
alternativas existentes en ciertos problemas de combinatoria, puede tener importancia
determinar el nimero de particiones del conjunto bajo estudio. En algunos casos, es
relevante la identificacion de los elementos que lo forman, o bien las categorias a las que
estos elementos pertenecen; por ejemplo al asignar roles jerarquicos es diferente cémo
asignamos esos roles a las personas que podrian cubrirlos. En otras situaciones los
elementos del conjunto verifican una relacion de equivalencia de modo tal que no es preciso
considerar su individualidad; tal podria ser el caso en que se pretende formar grupos — con
todos los participantes en un plano de igualdad — y en esta situaciéon entonces es irrelevante
la identidad de cada uno. Se busca entonces y para ambas situaciones obtener expresiones y
relaciones que permitan calcular el nimero de posibles particiones de un conjunto dado.

2. Desarrollo

Consideramos el conjunto A, no vacio y con cardinalidad finita igual a n.

A={ay,aq9,...,a,} (1)

entonces el conjunto de partes de A sera:
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P(A) = {1}, {ar}, .., {as, as}, ..., A} 2)

Si T; es un elemento del conjunto de partes, entonces habrd 2" elementos T; en P(A).

El conjunto de subconjuntos (no vacios) T; del conjunto de partes, que verifiquen

VIVTji#j = T,NT; =0 (3)
y que ademas cumplan con que
Uri=A4 (4)
(i)

constituyen una particién Q,,(A)
Denominamos W al conjunto de todas las particiones @,, del conjunto A.

Si tomamos un conjunto A, tal que card(A,) = n, entonces el conjunto W,, sera:

Wn = { {{a1}7 {CL?}? {a3}7 ) {an}} ) {{alv a2}7 {a3}7 ) {an}} )
{{a1,as}, {as}, ... {an}}, {{a2,a3},{ar}, ... {an}} . ..., {{a1,02,a3,....a,}} }  (5)

Llamamos 7* al nimero de particiones de A, que estdn formadas por k subconjuntos, o sea:

r¥ = card{x € W, / card(z) = k} (6)

entonces segun (5) para las diferentes particiones en W,, sera:

n __ n—1 __ n—2 __ n—3 __ n—4 _ 1 _
rh=1,r " =c, 1 C=c, ) C=cC3, Ty =Cp, .., Tp=1 (7)

donde ¢, € N
Si ahora consideramos un conjunto A, .1, tal que A,.; = A, U{a,41}, entonces
card(A,+1) = n + 1, entonces el conjunto W, tendra:

un subconjunto formado por las particiones anteriores y agregando a cada una de ellas un
subconjunto que sélo tiene el conjunto unitario formado por el elemento a,,1:

{ {{a1}> {a2}> {a3}> s {an}> {a7H-1}} ) {{ab a2}> {a3}> s {an}’ {an-i-l}} )

{{ala a3}a {a2}a ) {an}> {a7H-1}} ’ {{CL?’ a3}> {a1}> [RXD) {an}> {a7H-1}} PR {{ala a2, ag, ..., a(ng){an-i-l}} }



y otro subconjunto que resulta de insertar el elemento a,,; en cada uno de los subconjuntos
de cada particion:

{ {{ala an+1}7 {CL?}? {a3}7 e {an}} ) {{alv az, an-l—l}v {a3}7 s {an}} )

{{a1, a3 ans1}, {as}, ... {an}} , {{as,as},{a1},....{an,ans1}}t, ..., {{&1,&2,&3,...,a,n,an+(19}’)} }

entonces la unién de (8) y (9) permite obtener:

Wi ={ {{ar}, {ae} {as}, ... {an} {ania}} . {{ar, a2} {as}, . {an} {ania}}
{{ar, as} {az}, ... {an}, {ani1}} , {{a2, a5} {ar}, . {ant {ansi}} ) {{ar, a2, 08, an}{ansi}} }
{ {{a1, ana} {ao} {as}, . {ant} ) {{ar, a2, a0} {as), . {ant}
{{a1,a3 ani1}, {as}, ... {an}} , {{as,as},{ar}, ..., {an, ans1}t}, .., {{a1,0a9,a3,...,an,an:1}} }

(10)
entonces segun (10) para las diferentes particiones en W, 1 sera:
n+l __ n _ n—1 __ n—2 __ n—3 __ 1 _
41 = L, Tny1 = a+n, 41 = C2—|—(n—1)01 v Tyl = C3+(n_2)02 y Thae1 = C4 s oee s Ty = 1

(11)

por lo tanto:

roin =1

Thip =Cltn

mi = c+ (n—1)a (12)
il =c3+ (n—2)c

y siendo
n n—1 n n n—4
m=1,1r" =, =, =, =g (13)
=

n+l _ _n

Tn-‘,—l =T, )
n n— n

T"ﬂ =r, +nr,
n— n—2 n—1

Tn-l—% =Ty + (n - ]') Tn (14>
n—2 _ ,.n—3 n—2

Tn-l—il)’ =T, + (n - 2) Tn

=t 4 (n—3)



Definiendo a la matriz de transicién entre los estados r,.1 y r, como:

n—4 0 0 0 0
1 n—3 0 0 0
0 1 n—2 0 0
M = 0 0 1 n—1 0 (15)
0 0 0 1 n
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
entonces
Tt !
rhil e
,r,n—2 /r,n—2
it = | T (16)
n+1 n
Thi1 n
il m
entonces si consideramos - a modo de ejemplo - los primeros 6 valores, seria:
[ rd ] 10000 0] [r]
e 120000 2
3 3
re | 1013000 s
= loo1 400 | (17)
e 000150 e
i ré ] 0000 16| [0]

La matriz M asociada a la transicion es una matriz triangular y por lo tanto sus
autovalores son los elementos de la diagonal, y por ser todos distintos - puesto que son los
primeros n nuimeros naturales - entonces es diagonalizable.

Ademas, la transicion entre dos estados consecutivos cualesquiera para todo n < s, tendrd
asociada la misma matriz M, entonces

Vn:n<s rpp=M".r (18)



Dado que la matriz M es diagonalizable, se puede escribir:

M =P.D.P! (19)
entonces
M" = (P.D.P "= PpP.D"P! (20)
siendo
1 0 0 0 0 0 | [ 1]
0O 2 0 0 0 0 0
0 0 3* 0 0 0 0
pr—| 0 0 0 4* 0 O v rm=|0 (21)
0O 0 0 1 5 0 0
0O 0 0 0 0 6 0

De acuerdo con la definicién dada para r*, la sumatoria las filas de r,, representa el niimero
B,, de particiones asociado al conjunto A,.

la sumatoria de las filas de una matriz equivale a premultiplicar por la matriz
(11111 ...1]

Entonces, dado que el nimero de particiones para un conjunto A de n + 1 elementos es
B(n+ 1) y es la suma de las filas de 7,1, entonces

Bn+1)=[1 1111 ... 1].rpn (22)
por lo tanto
Bn+1)=[1 1111 ... 1].(PD"P ") (23)
y asi:
Bn+1)=([1 1111 ... 1].P).D"(P ") (24)



Es decir que se pueden obtener los niimeros de Bell (el ntiimero de particiones para un
conjunto dado), multiplicando la matriz fila que contiene la suma de todas las filas de la
matriz de autovectores, por la matriz D", y luego multiplicando por la matriz P~1.ry.

para obtener P! .7 - puesto que 7, es una matriz columna con todos sus elementos iguales
a cero, excepto el primero que vale 1 - entonces solo necesitamos la primer columna de la
inversa de P.

Para calcular esa primer columna mencionada, planteamos el sistema lineal P.X = col; (1)

(ler columna de la matriz identidad), y asi, este vector X obtenido, es justamente P~%. 7.
Finalmente, para todo n < s, se obtiene una funcion de n que devuelve para cada n el B,

buscado.

A continuacién se analiza el caso donde cada elemento del conjunto es indistinguible. Es
decir, tenemos un conjunto y queremos saber cuantas particiones hay de cada tipo sin
importar qué elementos contiene cada subconjunto, sino que lo que interesa es el formato de
cada una de las particiones.

Por ejemplo tenemos una particiéon formada por 3 subconjuntos de modo tal que uno de
ellos tiene 4 elementos, otro subconjunto tiene 3 elementos y otro tiene 2 elementos, no
importa qué elementos estan en cada subconjunto, lo que importa es que esa particion
consta de subconjuntos con esos tamanos especificos.

En otras palabras si dentro del conjunto de las particiones se define una relacién de
equivalencia estableciendo que dos particiones son equivalentes si y sélo si todos los
subconjuntos que la forman tienen los mismos cardinales respecivamente, entonces el
objetivo es calcular el cardinal del conjunto cociente.

Si el conjunto A, tiene n elementos, entonces denominamos N,, al cardinal del conjunto
cociente.

Para identificar cada una de las particiones utilizamos cédigos definidos por sucesiones de
nimeros naturales no creciente y tal que cada uno de los elementos de la sucesion es el
cardinal de los subconjuntos que forman la particion.

A modo de ejemplo: una particién formada por 7 subconjuntos cada uno de ellos
conteniendo 4 elementos, 3 elementos, 3 elementos, 2 elementos, 1 elemento, 1 elemento y 1
elemento, tendria asociado el cédigo 4 33211 1.

Como por definicién los codigos siempre tienen sus elementos de manera no creciente,
entonces dos particiones son equivalentes si y sélo si tienen el mismo codigo. Por lo tanto
cada codigo identifica a una clase de equivalencia.



Definimos ahora una funcién f que toma un codigo y le hace corresponder otro cédigo que
denominaremos siguiente.

Dicha funcién se define del siguiente modo: se toma, dentro del cédigo, el digito mayor que
1 y que esté lo més a la derecha posible, y se lo disminuye en 1, luego se pone a la derecha
del digito que se disminuyd, digitos que formen un cédigo valido lo méas grande posible.
Consideraremos que un codigo es mayor que otro si y solo si comienza con un digito mayor,
o en caso de ser iguales, el siguiente digito es mayor, y asi de manera recursiva.

Entonces, a modo de ejemplo, si comenzamos con el codigo 5, entonces aplicando
sucesivamente la funcion f definida anteriormente, obtendriamos la siguiente cadena de
cédigos:

5,41,32,311,221,2111,11111
o si comenzaramos con el cédigo 7 la cadena seria:

7,61,52,511,43,421,4111,331,322,3211,31111,2221,22111,2111
11,1111111

En el primer ejemplo se trata de un conjunto A cuyo cardinal es 5, y la cadena de cédigos
representa todos los diferentes posibles tipos de particiones: 5 equivale a una particién
formada por el mismo conjunto A, 4 1 representa una particiéon con 4 elementos en un
subconjunto y en otro subconjunto 1 elemento, y asi andlogamente, hasta el ultimo cédigo
11111 que hace referencia a una particiéon formada por 5 subconjuntos de 1 elemento en
cada uno. De modo similar se interpreta la cadena que se obtiene en el segundo ejemplo.

Pero entonces, para conocer el cardinal del conjunto cociente asociado a un conjunto A,
bastaria con conocer la longitud de la cadena cuyo coédigo comienza con n.

Definimos ahora S} como el nimero de c6digos que comienzan con j como primer elemento,
y el resto de sus elementos suman i. Por ejemplo en el caso anterior para la cadena que
comienza en 7, S? es igual a 3 pues hay justamente 3 c6digos involucrados, y serfan:

2221,22111,211111

es decir hay 3 cddigos cuyo ler elemento es un 2 y tal que los restante (la cola del c6digo)
suma 5.

Los Sij presentan algunas propiedades.
Consideremos la cadena:

8,71,62611,53,521,5111,44,431,422,4211,41111,332,3311,322
1,32111,311111,2222,22211,221111,2111111



vemos que S3=5 ya que se trata de los cédigos:

332
3311
3221
32111
311111

en estos codigos hay dos grupos: los que el 2do elemento es también un 3:

332
3311

y los que el 2do elemento es menor que lo que es el primero (es decir es un 2 o un 1):
3221

32111

311111

para el primer grupo, la cantidad es igual a 2 y es justamente:

S3(32,311)

pues al agregar un 3 a la izquierda dan los codigos de ese primer grupo.

En el segundo grupo el niimero de codigos es 3 y es la misma cantidad que habria si fueran
los codigos:

2221

22111

211111

y visto asf se observa que serfa igual a S2
entonces S3=52+S53

y en el caso general:

Si=8"" 1S5, Vivji> (25)

para los casos en que i < j, entonces el primer elemento j no representara ninguna
limitacion en cuanto a todos los elementos restantes del cddigo para sumar ¢, y por lo tanto
serd igual a N;, es decir:



S/ =N; YiVji<]
de acuerdo con la cadena mostrada anteriormente, o bien utilizando de manera recursiva la
ecuacion (25)

surge que

i—1
k=1

donde N; repesenta el cardinal del conjunto cociente buscado

3. Aplicacién de las ecuaciones desarrolladas

De acuerdo con lo desarrollado previamente, la matriz

<

I
cCooc o O~
coocor O
coorwo o
corRrmOoOO
O~ o oo
=== R=E=R=
Nooococoo

permite materializar las transiciones desde r; hasta r;
Por tratarse de una matriz triangular, sus autovalores son:
Ai=my coni=1..7

Calculamos los autovectores asociados a cada autovalor de la matriz M. Estos autovectores
forman las columnas de la matriz P:

6!/0! 0 0 0 0 0 0
—61/11 —51/0! 0 0 0 0 0
6l/20 510 410! 0 0 0 0
P=| —6/31 —51/21 —4l/11 —31/0! 0 0 0
6l/4l 5731 41721 3U11 210! 0 0
—61/50 —5l/41 —41/31 —31/21 —21/11 —11/0! 0
6!/6!  5/5 4ljAl 31731 21720 11710 0!/0! |



ahora sumamos las filas de la matriz P, es decir calculamos
YP=[1111111].P
y resulta:

YP=[205 —44 9 -2 1 0 1]

1

ademés debemos obtener P~1.r, pero como r; = , entonces sélo necesitaremos

O O O O oo

coly(P~1), por lo tanto resolviendo:

P.X = coly(I)

1/720 ]
~1/120
1/48
se obtiene que P~'.r; = | —1/36
1/48
~1/120
1/720 |

Recordemos que la diagonalizacion de M es:

M = P.D.P~!, donde D es una matriz diagonal que est4 formada con los autovalores de M

entonces

"m0 0 0 0 0 0
02 0 0 0 0 0
0 03 0 0 0 0
D= 0 0 04 0 0 0
00 0 15 0 0
00 0 0 06" 0

00 0 0 0 0 7|

y asi, dado que el niimero de particiones para un conjunto A de n + 1 elementos es B(n + 1)
y es la suma de las filas de r,, 1, entonces

10



Bn+1)=[1 11111 1]y

pero como 7,11 = M.r, entonces r, 1 = M".ry implica r,,1 = (P.D".P~').r;

asi:

Bn+1)=[11 1111 1].(PD"P"ry)

Bn+1)=([1 1111 1 1].P).D"(P ")

entonces

1/720
—1/120
1/48
Bn+1)=1[265 —44 9 -2 1 0 1].D".| —1/36
1/48
—1/120
1/720

obteniendo asi:

265 44 9 2 1 1
B )=+ —2"4+ =-3"+ 4"+ 5"+ 7"
(n+1) 720 * 120 - 48 - 36 - 48 - 720

entonces
265 44 9 2 1 1
B _ " s 2n—1_ 3n—l s 4n—l i 5n—1 i 7n—l
(n) 720 + 120 48 + 36 + 48 + 720
simplificando
53 11 1 1 1 1
Bn)=—+—2"4+ —3"4+ 4"+ —5"+ —T"

144 ~ 60 16 72 240 5040

11



si evaluamos la expresion anterior, obtenemos:

B(1) =1,B(2) = 2, B(3) = 5, B(4) = 15, B(5) = 52, B(6) = 203, B(7) = 877

que son, efectivamente, ntimeros de Bell.

Vemos que por ejemplo para el caso de un conjunto de 3 elementos, las 5 particiones
posibles serian:

{{a}, {0}, {c}}
{{a,b},{c}}
{{b},{a, c}}
{{b, c},{a}
{{a,b,c}}

En caso de querer determinar la funciéon de particién, es decir el niimero de tipo de
particiones, considerando los elementos del conjunto como indistinguibles, entonces en base
a lo desarrollado anteriormente, debemos construir la matriz cuyos elementos son:

L[S S YiYi>
J— )i i—j =
5 {N,- ViVji<jy (27)
ademas
Sh=1Vi (28)
y )
S{=1Vj (29)
entonces:
11 1 1 1 1 1 17
12 2 2 2 2 2 2
12 3 3 3 3 3 3
13 4 5 5 5 5 5
5= 13 5 6 7 7 17 7 (30)
14 7 9 10 11 11 11
1 4 8 11 13 14 15 15
| 1 5 10 15 18 20 21 22

En donde se observa que la funcién de particion es la diagonal de dicha matriz.

12



4. Resultados y conclusiones

Segun se puede comprobar en ambos casos - tanto en el cdlculo del nimero de particiones
como asi también para el calculo del nimero de clases de equivalencia - los resultados
obtenidos coinciden con los valores reales segiin cada una de las definiciones. Las ecuaciones
obtenidas representan una manera alternativa de calcular el nimero de particiones y
permiten observar algunas relaciones interesantes como por ejemplo la conexion entre
autovectores y autovalores, con los niumeros de Bell. Adicionalmente deja planteada la
posibilidad de avanzar en la busqueda de férmulas que resulten en un modelo compacto
para el calculo de la funciones de particion.
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